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Artículo 

¿Cómo corregir la heterocedasticidad y autocorrelación de 
residuales en modelos de ahusamiento y crecimiento en altura? 

How to correct the heteroscedasticity and autocorrelation of 
residuals in taper and height growth models? 

Gerónimo Quiñonez-Barraza1*, Guadalupe Geraldine García-Espinoza2 y          
Oscar Alberto Aguirre-Calderón3 

Abstract 

In modeling of taper functions and dominant height growth with time series data, the presence of 
heteroscedasticity and autocorrelation in residuals is common. Variance Functions (varFunc) and correlation 
structures (corStruct) were used to correct heteroscedasticity and autocorrelation; both were combined and 
evaluated through taper and height growth equations for Pinus teocote in Durango, Mexico. A dataset of 51 
stems analysis with 768 taper observations and 634 height growth observations was used. The varFuncs applied 
were: 1) power function (varPower); 2) exponential function (varExp); 3) constant plus power function 
(varConstPower); and 4) a combination of power and exponential functions (varComb). The corStructs were: 
compound symmetry (corCompSymm), autoregressive of order 1 (corAR1), continuous-time autoregressive of 
order 1 (corCAR1), autoregressive-moving average (corARMA2-0), corARMA1-1, corARMA2-1, corARMA2-2, 
corARMA3-1 and corARMA3-2. To fit the equations, the generalized nonlinear least squares method was used 
and evaluated with a rating system through: RMSE, R2, AIC, BIC, LogLik, VC and average bias. According to the 
rating system, the best combinations for taper and height growth equations were 1-9, 2-5, 3-8 and 4-6 and 1-6, 
2-9, 3-7 and 4-4, respectively. In the taper equation, only the combination 2-5 was homoscedastic with 
independent residuals, and the selected height growth equations were homoscedastic with independent 
residuals; the varFunc and corStruct had influence on the trajectories of site index curves. 

Key words: Taper, dominant height, correlation structures, variance functions, Pinus teocote Schiede ex 
Schltdl. & Cham., residuals. 

Resumen 

En la modelación del ahusamiento y del crecimiento en altura dominante con datos de series de tiempo, es muy 
común la presencia de heterocedasticidad y autocorrelación de los errores. Funciones de varianza (varFunc) y 
estructuras de correlación (corStruct) para corregir la heterocedasticidad y modelar dependencia de los errores, 
respectivamente. Estas fueron combinadas y evaluadas en ecuaciones de ahusamiento y crecimiento en altura 
de Pinus teocote en Durango, México. La base de datos se obtuvo de 51 análisis troncales con 768 
observaciones de ahusamiento y 634 de altura. Las varFunc utilizadas fueron: 1) función de potencia 
(varPower); 2) función exponencial (varExp); 3) función constante y de potencia (varConstPower); y 4) función 
combinada de potencia y exponencial (varComb). Las corStruct incluyeron: simetría compuesta 
(corCompSymm), autorregresiva de orden 1 (corAR1), autorregresiva continua (corCAR1), autorregresiva de 
media móvil (corARMA2-0), corARMA1-1, corARMA2-1, corARMA2-2, corARMA3-1 y corARMA3-2. Las ecuaciones 
se ajustaron por mínimos cuadrados generalizados no lineales; y se evaluaron con un sistema de calificación con 
los estadísticos de ajuste: RMSE, R2, AIC, BIC, LogLik, CV y sesgo promedio. Con base en la calificación, las 
mejores combinaciones para el ahusamiento y crecimiento en altura fueron 1-9, 2-5, 3-8 y 4-6 y 1-6, 2-9, 3-7 y 
4-4, respectivamente. En el ahusamiento solo la combinación 2-5 fue homocedástica con residuales 
independientes al igual que las ecuaciones de altura seleccionadas y las varFunc y corStruct presentaron 
influencia en la trayectoria de las curvas de índice de sitio construidas. 

Palabras clave: Ahusamiento, altura dominante, estructuras de correlación, funciones de varianza, Pinus 
teocote Schiede ex Schltdl. & Cham., residuales. 
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Introducción 

Para la planeación, ejecución y monitoreo del manejo forestal sustentable, se 

requiere la generación de investigación que apoye la toma de decisiones y la 

evaluación de los objetivos establecidos. La estimación de las existencias 

maderables y productividad de los rodales es un objetivo principal en los sistemas 

de manejo forestal; por tanto, resulta imprescindible conocer el crecimiento de 

especies comerciales (Aguirre-Calderón, 2015; Salas et al., 2016). 

Las investigaciones sobre la estimación del volumen, crecimiento e incremento son 

herramientas clave para comprender la dinámica de los ecosistemas con manejo; por lo 

anterior, estos enfoques siguen siendo necesarios para la planeación y ejecución de las 

actividades forestales. Las ecuaciones de ahusamiento y de crecimiento en altura 

dominante han sido temas muy explorados (Castillo et al., 2013; Paulo et al., 2015; 

Rodríguez-Carrillo et al., 2015; Krisnawati, 2016; Corral-Rivas et al., 2017; Fierros-Mateo 

et al., 2017; Tamarit et al., 2017), porque representan herramientas biométricas que 

permiten caracterizar el perfil de los árboles, estimar el volumen total y el volumen 

comercial, así como la productividad de terrenos forestales a través del índice de sitio, 

respectivamente (Crecente-Campo et al., 2013; Quiñonez-Barraza et al., 2015; Özçelik y 

Crecente-Campo, 2016). 

Dado a que las bases de datos que se utilizan para ajustar las ecuaciones de 

ahusamiento y crecimiento en altura son series de tiempo que se obtienen a partir 

de la observación de variables medidas en el mismo árbol, derivadas de análisis de 

ahusamiento y análisis troncales, es razonable asumir que las observaciones en 

cada árbol estén correlacionadas y por consecuencia, las perturbaciones o 

residuales de las ecuaciones ajustadas (Arias-Rodil et al., 2015; Quiñonez-Barraza 

et al., 2015; Corral-Rivas et al., 2017); además las predicciones podrían mantener 

variación en los niveles de las variables independientes, lo que se conoce como 

heterocedasticidad (Gujarati y Porter, 2011). 

El término autocorrelación se refiere a la correlación de los residuales de un modelo 

de regresión, cuando se trabaja con series de observaciones ordenadas en el 

tiempo, como en datos de series de tiempo, o en el espacio y en datos de corte 
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transversal. Los modelos de regresión lineal y no lineal tienen el supuesto teórico 

que los residuos tienen la misma varianza y por tanto son homocedásticos. La 

presencia de autocorrelación y heterocedasticidad da lugar a estimaciones de 

parámetros de varianza no mínima e intervalos de predicción poco fiables, 

especialmente en la construcción de ecuaciones de ahusamiento y volumen (Fortin 

et al., 2007; Xu et al., 2014; Tang et al., 2016). En consecuencia, las pruebas 

usuales de 𝑡 o 𝐹 no son válidas; por lo tanto, el uso de estimadores por mínimos 

cuadrados generalizados (gnls), con funciones de varianza y estructuras de 

correlación son una alternativa para generar los mejores estimadores lineales 

insesgados (Gujarati y Porter, 2011). 

En estudios de modelos de ahusamiento y crecimiento en altura dominante, se han 

utilizado estructuras de correlación y funciones de potencia para corregir la 

autocorrelación y heterocedasticidad de los residuales (Quiñonez-Barraza et al., 

2014; Quiñonez-Barraza et al., 2015; Sharma et al., 2015; Özçelik y Crecente-

Campo, 2016; Corral-Rivas et al., 2017; Tamarit et al., 2017), en estos estudios se 

destacan estructuras autorregresivas continuas de los errores de orden uno, dos o 

tres y funciones de potencia con varianza conocida. 

Por la importancia de mejorar la capacidad predictiva y la interpretación de las 

propiedades estadísticas en el ajuste de ecuaciones, el objetivo del presente trabajo 

fue evaluar la combinación de funciones de varianza con estructuras de correlación, 

para modelar la heterocedasticidad y la dependencia de los errores en ecuaciones 

de ahusamiento y de crecimiento en altura dominante de Pinus teocote Schiede ex 

Schltdl. & Cham. en Durango, México. 
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Materiales y Métodos 

Área de estudio y descripción de datos experimentales 

Se utilizó información de análisis troncales de 51 árboles de Pinus teocote 

recolectados en rodales mezclados de la Unidad de Manejo Forestal (Umafor) 1005 

Santiago Papasquiaro y Anexos, en la región noroeste de Durango México. El área 

de estudio se ubica en la Sierra Madre Occidental, entre 24°48’16.98’’ y 

25°13’47.25’’ LN y 105°53’9.81’’ y 106°12’52.58’’ LO. El predio forestal fue el ejido 

San Diego de Tezains, con una superficie de 61 098.25 ha, de ellas 26 636.09 ha 

son de producción maderable con manejo forestal (Quiñonez-Barraza et al., 2014). 

Los tipos de climas predominantes son templado cálido húmedo y templado 

subhúmedo, con precipitación media anual de 1 375 mm. Las temperaturas medias 

varían de 8 °C en las zonas más altas a 24 °C en las zonas bajas, en las cuales la 

altitud media llega a 600 m (García, 1981; Quiñonez-Barraza et al., 2015). 

Los datos se obtuvieron con un diseño completamente al azar para los rodales de la 

superficie de producción maderable, y se consideró una distribución normal para las 

categorías de diámetro. Los árboles se derribaron y seccionaron para registrar la 

información de crecimiento en altura dominante y ahusamiento por alturas 

relativas. La primera medición correspondió a la altura del tocón, posteriormente a 

longitudes de 0.30 m, 0.60 m y 1.3 m, además a cada 2 m se tomaron rodajas de 

crecimiento (Quiñonez-Barraza et al., 2015), de las que se anotaron los diámetros, 

alturas y número de anillos. Las combinaciones de diámetro-altura (ahusamiento) y 

altura-edad fueron de 768 y 685, respectivamente. En el Cuadro 1 se presentan los 

estadísticos descriptivos de las variables analizadas. 
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Cuadro 1. Estadísticos descriptivos de las variables analizadas para ajustar el ahusamiento 

y crecimiento en altura dominante de Pinus teocote Schiede ex Schltdl. & Cham. 

Estadístico D d H h hb dt Ec Et 

Mínimo 13.00 0.00 7.85 0.00 0.10 19.00 3.00 34.00 

Máximo 49.00 62.00 26.60 26.60 0.35 62.00 172.00 172.00 

Media 26.60 19.78 15.80 7.16 0.19 36.66 37.16 79.33 

DE 9.45 11.79 4.34 6.15 0.05 10.74 27.83 28.96 

D = Diámetro normal (cm); d = Diámetro a la altura comercial h (cm); H = Altura 

total (m); h = Altura comercial (m); hb = Altura del tocón (m); dt = Diámetro a la 

altura del tocón (cm); Ec = Edad a la altura comercial h (años); Et = Edad total 

(años); DE = Desviación estándar de la media. 

 

Modelos utilizados 

El ahusamiento se modeló con la ecuación segmentada desarrollada por Fang et al. 

(2000) que ha sido utilizada en diferentes estudios para generar sistemas 

compatibles de ahusamiento y volumen comercial en especies de interés (Quiñonez-

Barraza et al., 2014; Uranga-Valencia et al., 2015; Özçelik y Crecente-Campo, 

2016; Corral-Rivas et al., 2017; Tamarit et al., 2017). La ecuación de ahusamiento 

segmentada se anota a continuación: 

 

𝑑$% = 𝑐( 𝐻$ *+,- ,- 1 − 012
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Donde: 

𝑐( = 𝛼:𝐷$A-𝐻$ A8+* ,- 𝛽( 𝑡: − 𝑡( + 𝛽9 𝑡( − 𝐴(𝑡9 + 𝛽C𝐴(𝑡9
:.<

 

𝑡: = 1 − 𝜌: * ,- 

𝜌: = ℎF$ 𝐻$ 

𝑡( = 1 − 𝜌( * ,- 

𝑡9 = 1 − 𝜌9 * ,8 

𝐴( = 1 − 𝜌( ,8+,- * ,-,8 

𝐴9 = 1 − 𝜌9 ,G+,8 * ,8,G 

𝑅 = 𝛽(
(+ 6-768 𝛽9

6-𝛽C
68 

𝐼( =
1			𝑠𝑖		𝜌( ≤ 	𝑧	 ≤ 𝜌9
0			𝑑𝑒	𝑜𝑡𝑟𝑎	𝑚𝑎𝑛𝑒𝑟𝑎; 𝐼9 =

1														𝑠𝑖		𝜌9 < 	𝑧	 < 1
0			𝑑𝑒	𝑜𝑡𝑟𝑎	𝑚𝑎𝑛𝑒𝑟𝑎  

𝜌( = ℎWX( 𝐻$ 

𝜌9 = ℎWX9 𝐻$ 

𝑑$% = Diámetro 𝑗 del árbol 𝑖 a la altura comercial ℎ$% (cm) 

𝐻$ = Altura total del árbol 𝑖 (m) 

ℎ$% = Altura comercial 𝑗 del árbol 𝑖 (m) 

𝐷$ = Diámetro normal del árbol 𝑖 (cm) 

ℎF$ = Altura del tocón del árbol 𝑖 (m) 

𝛼$ = Parámetros de volumen total (i = 1, 2, 3) 

𝛽$ = Parámetros del ahusamiento (i = 1, 2, 3) 

𝜀$% = Error del diámetro 𝑗 en el árbol 𝑖 

 

Para modelar la altura dominante como una ecuación intrínseca de índice de sitio, 

se utilizó la ecuación dinámica en diferencia algebraica generalizada (GADA), 

derivada por Quiñonez-Barraza et al. (2015), la cual es dada por la ecuación 2. 
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ℎ9$% = 𝑒
,-7,8

Z[ \-12 ]^-

Z[ -]_
]^G`-12 a^8 1 − 𝑒+,Gb812

Z[ \-12 ]^-

Z[ -]_
]^G`-12 a^8 + 𝜀$%                       (2) 

 

Donde: 

ℎ9$% = Altura 𝑗 del árbol 𝑖 a la edad 𝑗 del árbol 𝑖 en el estado 2 (m) 

ℎ(WX = Altura 𝑗 del árbol 𝑖 a la edad 𝑗 del árbol 𝑖 en el estado 1 (m) 

𝑡($% = Edad 𝑗 del árbol 𝑖 en el estado 1 (años) 

𝑡9$% = Edad 𝑗 del árbol 𝑖 en el estado 2 (años) 

𝛽$ = Parámetros a estimar (i = 1, 2, 3) 

𝑒 = Función exponencial 

𝑙𝑛 = Logaritmo natural 

𝜀$% = Error de la altura 𝑗 en el árbol 𝑖 

 

Autocorrelación y heterocedasticidad 

Combinaciones de funciones de varianza con estructuras de correlación fueron 

usadas en la ecuación de ahusamiento (Ec. 1) y la de altura dominante (Ec. 2). Las 

varFunc y corStruct fueron definidas de acuerdo con Pinheiro y Bates (2000). 

Funciones de varianza. Las funciones de varianza utilizadas fueron: 1) función de 

potencia (varPower); 2) función exponencial (varExp); 3) función constante y de 

potencia (varConstPower); y 4) función combinada de potencia y exponencial 

(varComb). Las funciones de varianza fueron usadas para modelar la variabilidad 

entre las mediciones de cada árbol 𝑖 con las covariables de altura comercial (ℎ$%) 

para la ecuación de ahusamiento y la altura dominante (ℎ($%) en el estado 𝑡($% para la 

ecuación de crecimiento en altura. La estructura general de las funciones de 

potencia para modelar la heterocedasticidad considera dos argumentos para la 

mayoría de las varFunc, el valor y la forma. El primero especifica el valor del 

parámetro de la varianza (𝛿) y el segundo especifica la covariable de la varianza 
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(𝑣), la cual en este caso puede ser considerada una variable estratificada para cada 

árbol, es decir se puede obtener un parámetro de varianza para cada conjunto de 

datos de los diferentes árboles (Pinheiro y Bates, 2000). 

El modelo de varianza (𝑉𝑎𝑟 o 𝜎9) para varPower es representado por la ecuación 3 y 

corresponde a la función (𝑔) de varianza de la ecuación 4. Para la ecuación de 

ahusamiento (Ec. 1) se utilizó la covariable ℎ$%, mientras que para la ecuación de 

crecimiento en altura dominante (Ec. 2) ℎ($%. 

 

𝑉𝑎𝑟 𝜀$% = 𝜎9 𝑣𝑖𝑗 9i        (3) 

 

𝑔 𝑣$%, 𝛿 = 𝑣$%
i
                    (4) 

 

El modelo de varianza de varExp es representado por la ecuación 5 y la función 

correspondiente por la ecuación 6, para las mismas covariables de la ecuación de 

ahusamiento y crecimiento en altura dominante, definidas previamente. El modelo 

de varianza de varConstPower está definido en la ecuación 7 y la función de 

varianza en la ecuación 8. El modelo de varianza de varComb (varExp y varPrower), 

está definido en la ecuación 9, con la función respectiva dada en la ecuación 10 

(Pinheiro y Bates, 2000). En todos los casos se utilizaron las mismas covariables 

definidas anteriormente. En el de varConstPower, 𝛿( representa el parámetro 

constante y 𝛿9 el parámetro de potencia correspondiente y para el de varComb, 𝛿( 

corresponde el parámetro de varExp, mientras que 𝛿9 a varPower. 

 

𝑉𝑎𝑟 𝜀$% = 𝜎9𝑒 9ik12                  (5) 

 

𝑔 𝑣$%, 𝛿 = 𝑒 ik12                      (6) 
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𝑉𝑎𝑟 𝜀$% = 𝜎9 𝛿( + 𝑣$%
i8 9

                         (7) 

 

𝑔 𝑣$%, 𝛿 = 𝛿( + 𝑣$%
i8                         (8) 

 

𝑉𝑎𝑟1 𝜀$% ×𝑉𝑎𝑟2 𝜀$% = 𝜎9𝑒 9i-k12 ×𝜎9 𝑣$%
9i8                         (9) 

 

𝑔1 𝑣$%, 𝛿( ×𝑔2 𝑣$%, 𝛿9 = 𝑒 i-k12 × 𝑣$%
i8	                             (10) 

 

Estructuras de correlación. Se utilizaron: 1) simetría compuesta (corCompSymm); 

2) autorregresiva de orden 1 (corAR1); 3) autorregresiva continua de orden 1 

(corCAR1); 4) autorregresiva de media móvil 2, 0 (corARMA2-0); 5) autorregresiva 

de media móvil 1, 1 (corARMA1-1); 6) autorregresiva de media móvil 2, 1 

(corARMA2-1); 7) autorregresiva de media móvil 2, 2 (corARMA2-2); 8) 

autorregresiva de media móvil 3, 1 (corARMA3-1); y 9) autorregresiva de media 

móvil 3, 2 (corARMA3-2). Las estructuras de correlación se usaron para modelar la 

dependencia entre los residuales de cada árbol, con datos de series de tiempo 

(Pinheiro y Bates, 2000). En este estudio se modeló la dependencia entre las 

mediciones de diámetro y alturas en el mismo árbol para lograr independencia en 

los residuales de la ecuación de ahusamiento (Ec. 1), y la de crecimiento en altura 

dominante (Ec. 2). La estructura general de correlación entre grupos para un solo 

nivel de agrupación está expresado como la ecuación 11 (Pinheiro y Bates, 2000). 

 

𝑐𝑜𝑟 𝜀$%, 𝜀$(%+( = 𝑓 𝑑 𝑝$(%, 𝑝$(%+( , 𝜌                                  (11) 
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Donde: 

𝜀$% = Residual de diámetro o altura 𝑗 del árbol 𝑖 

𝜀$%+( = Residual de diámetro o altura con un retardo 𝑗 − 1	en el árbol 𝑖 

𝑓 = Función de correlación 𝑓(. ), que toma valores entre 1 y -1 

𝑑 = Distancia entre los vectores de posición 𝑝$(% y 𝑝$(%+(, que para el caso de la 

ecuación ahusamiento fueron las diferencias entre la altura comercial ℎ$% y ℎ$%+(; 

mientras que, para la ecuación de crecimiento en altura dominante fueron las 

alturas definidas en dos posiciones ℎ($% y ℎ($%+( 

𝜌 = Vector de parámetros de correlación 

 

En la estructura de correlación corCompSymm, se asume una correlación igual 

para todos los errores dentro del árbol pertenecientes al mismo grupo, el 

modelo de correlación es dado por la ecuación 12. El modelo de corAR1 está 

representado en la ecuación 13, mientras que el modelo carCAR1 por la 

ecuación 14. La estructura autorregresiva de media móvil (corARMA2-0) está 

definida por la ecuación 15 y la corARMA1-1 por la ecuación 16, la cual es la 

generalización para las estructuras corARMA p, q; es decir, corARMA2-0; 

corARMA1-1; corARMA2-1; corARMA2-2; corARMA3-1; y corARMA3-2; están 

representadas por los cambios en los valores de p para la estructura regresiva 

(AR) y q para la estructura de media móvil (MA). El término nuevo de error 

(𝜖$%) define los residuales dependientes en el modelo de regresión; en la 

estructura de media móvil (MA), el residual está dado por 𝑎$%. 

 

𝜀$% = 𝜌( 𝑑 𝑝$(%, 𝑝$(%+( + 𝜖$%                            (12) 

 

𝜀$% = 𝜌(𝜀$%+( + 𝜖$%                               (13) 
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𝜀$% = 𝜌( s t1-2,t1-2]- 𝜀$%+( + 𝜖$%                       (14) 

 

𝜀$% = 𝜌u𝜀$%+u
vw9
uw( + 𝜖$%                       (15) 

 

𝜀$% = 𝜌u𝜀$%+u
tw(
uw( + 𝜃(𝑎$%+u +

vw(
uw( 𝑎$% + 𝜖$%                                 (16) 

 

 

Ajuste de las ecuaciones y estadísticos de bondad de ajuste 

Las ecuaciones se ajustaron por mínimos cuadrados no lineales generalizados 

(GNLS) del paquete estadístico NLME (modelos de efectos mixtos no lineales) 

(Pinheiro et al., 2015), en el ambiente R (R Core Team, 2017). Para evaluar el 

ajuste de las ecuaciones de ahusamiento y crecimiento en altura dominante, se 

utilizaron combinaciones de las funciones de varianza con estructuras de 

correlación, como las estudiadas por Pinheiro y Bates (2000). La bondad de ajuste 

se evaluó con seis estadísticos: raíz del cuadrado medido del error (RMSE), 

coeficiente de determinación ajustado (R2a), criterio de Información de Akaike 

(AIC), criterio de Información Bayesiano (BIC), logaritmo de la verosimilitud 

(logLik), coeficiente de variación (CV) y sesgo promedio absoluto (MB). Con ellos, 

se generó un sistema de calificación para seleccionar las mejores combinaciones 

varFunc y corStruct. A cada estadístico se le asignó un valor de 1 a 9; el 1 

correspondió a la combinación con el mejor estadístico y el 9 para el peor (Sakici et 

al., 2008; Tamarit et al., 2014). Para evaluar la corrección de la autocorrelación, se 

utilizó el estadístico Durbin Watson (Dw) (Durbin y Watson, 1971), con una 

modificación robusta (DwM), como el promedio del Dw obtenido entre grupos, ya 

que los errores se consideran dependientes en las mediciones de cada árbol, y no 

en la base de datos general. 

El estadístico modificado se presenta en la ecuación 17. La homogeneidad de 

varianzas se verificó con la prueba de Bartlett (Bartlett, 1954; Layard, 1973; Hidding 
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et al., 2013), se consideró la variación entre los grupos y un valor de significancia de 1 

% (𝛼 = 1	%), para la ecuación de ahusamiento y de crecimiento en altura dominante. El 

estadístico de prueba de homogeneidad de varianzas (hipótesis nula, H0) es dado por la 

ecuación 18; por tanto, valores mayores a 0.01 del valor de probabilidad de la prueba 

asumen homogeneidad de varianzas y de manera contraria (hipótesis alterna, Ha), los 

menores implican que al menos dos varianzas son diferentes. 

 

𝐷𝑤𝑀 =

|12]|12]-
8}

2~8

|12
8}

2~8

�
                                              (17) 

 

Donde: 

𝐷𝑤𝑀 = Estadístico de Durbin Watson modificado 

𝜀$% = Residual de diámetro o altura 𝑗 para el árbol 𝑖 

𝐽 = Número de observaciones en cada árbol 𝑖 

𝑁 = Número de árboles i en la base de datos 
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Donde: 

𝐾 = Muestras con tamaño 𝑛$ 

𝑆$9 = Varianza de las muestras 

𝑁 = 𝑛$

u

$w(

 

𝑆t9 =
(

�+u
𝑛$ − 1 𝑆$9$  (estimación de la varianza combinada) 
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Resultados y Discusión 

Las combinaciones de funciones de varianza con estructuras de correlación generaron 36 

opciones de ajuste de ahusamiento y 36 para crecimiento en altura, basadas en las 

ecuaciones 1 y 2, respectivamente. Los estadísticos de ajuste y la calificación total (Ct) 

mostraron las bondades de ajuste de las ecuaciones (Cuadro 2 para el ahusamiento y 

Cuadro 3 para crecimiento en altura). También, se presentan los estadísticos DwM y la 

probabilidad de la prueba de homogeneidad de varianzas de Bartlett (valor-P). 

El sistema de calificación mostró las combinaciones de funciones de varianza con estructuras 

de correlación por orden jerárquico (Sakici et al., 2008). El valor de Ct menor, fue la 

combinación estadísticamente mejor y a la Ct mayor le correspondió la peor, a partir de la 

suma de las calificaciones para cada estadístico de ajuste (Tamarit et al., 2014). 

En el caso del ahusamiento, la función varPower combinada con corARMA3-2 fue la mejor y la 

combinación peor resultó con corCAR1. Para todos los casos de las estructuras de correlación 

combinadas con varPower, se obtuvieron valores del estadístico DwM entre 1.634 y 1.862; sin 

embargo, para la prueba de homogeneidad de varianzas, todas las combinaciones fueron 

heterocedásticas. En la función de varianza varExp, todas las combinaciones con las estructuras de 

correlación, excepto corCompSymm, fueron homocedásticas (valores de P>0.01) y la estructura 

corARMA1-1 resultó la mejor de acuerdo con la Ct y un valor del DwM de 1.553. 

Las funciones de varConstPower y varComb combinadas con las estructuras de correlación, 

aunque con estadísticos confiables y residuales independientes (valores de DwM entre 1.722 

y 1.973), presentan heterocedastidad en la prueba de Bartlett. Las estructuras corARMA3-1 y 

corARMA2-1 fueron las mejores para varConstPower y varComb, respectivamente. 

El crecimiento en altura, en las combinaciones de las funciones de varianza y estructuras de 

correlación generaron estadísticos del DwM alrededor de 1.12; sin embargo, para la mayoría 

de las ecuaciones registraron varianzas homogéneas. La función varPower se combina 

estadísticamente de manera similar con las estructuras corARMA2-1, corARMA2-2 y 

corARMA3-2, ya que la Ct fue de 22 para los tres casos. La estructura corCAR1 tuvo el ajuste 

más bajo con varianzas desiguales. En el Cuadro 3 se puede apreciar el comportamiento de 

las funciones de varianza varExp, varConstPower y varComb con las combinaciones de las 

estructuras de correlación. 
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Cuadro 2. Estadísticos de ajuste de las ecuaciones de ahusamiento para las 

combinaciones de funciones de varianza con estructuras de correlación. 
Combinación RMSE R2a AIC BIC logLik CV BM Ct DwM Valor-P 

H1-A9 1.900 0.974 2474 2544 -1222 9.391 0.313 20 1.821 <0.001 

H1-A2 1.945 0.972 2475 2526 -1227 9.510 0.446 28 1.770 <0.001 

H1-A7 1.946 0.972 2475 2540 -1223 9.490 0.453 30 1.793 <0.001 

H1-A1 1.839 0.975 2799 2850 -1389 9.186 0.203 31 1.634 <0.001 

H1-A6 1.949 0.972 2474 2534 -1224 9.486 0.473 33 1.770 <0.001 

H1-A8 2.021 0.970 2444 2509 -1208 9.700 0.582 35 1.822 <0.001 

H1-A5 1.949 0.972 2476 2532 -1226 9.517 0.452 38 1.794 <0.001 

H1-A4 1.951 0.972 2476 2532 -1226 9.514 0.464 40 1.770 <0.001 

H1-A3 2.195 0.965 2501 2552 -1239 10.577 0.621 60 1.868 <0.001 

H2-A5 1.751 0.978 2585 2641 -1280 8.792 0.003 19 1.553 0.137 

H2-A4 1.751 0.978 2585 2640 -1280 8.793 0.003 20 1.553 0.137 

H2-A7 1.759 0.977 2585 2650 -1278 8.825 -0.022 25 1.545 0.318 

H2-A6 1.753 0.977 2587 2648 -1281 8.800 -0.014 28 1.549 0.217 

H2-A8 1.759 0.977 2586 2651 -1279 8.822 -0.019 28 1.544 0.142 

H2-A2 1.869 0.974 2687 2738 -1332 9.126 -0.438 45 1.322 0.211 

H2-A9 2.058 0.969 2678 2748 -1324 9.732 -0.677 47 1.104 0.322 

H2-A1 1.769 0.977 2867 2918 -1423 8.889 -0.032 48 1.634 <0.001 

H2-A3 1.867 0.974 2809 2860 -1393 9.375 0.081 55 1.380 0.095 

H3-A8 1.935 0.973 2476 2545 -1223 9.476 0.409 16 1.789 <0.001 

H3-A2 1.946 0.972 2477 2533 -1227 9.510 0.446 29 1.770 <0.001 

H3-A7 1.938 0.973 2479 2548 -1224 9.478 0.419 29 1.786 <0.001 

H3-A1 1.801 0.976 2772 2828 -1374 8.993 0.189 31 1.722 <0.001 

H3-A6 1.951 0.972 2476 2541 -1224 9.486 0.473 32 1.770 <0.001 

H3-A5 1.950 0.972 2478 2539 -1226 9.517 0.452 37 1.794 <0.001 

H3-A4 1.952 0.972 2478 2538 -1226 9.514 0.464 38 1.791 <0.001 

H3-A9 1.955 0.972 2478 2553 -1223 9.500 0.468 43 1.769 <0.001 

H3-A3 2.197 0.965 2503 2559 -1239 10.577 0.621 60 1.868 <0.001 

H4-A6 1.972 0.972 2401 2466 -1186 9.674 0.408 24 1.953 <0.001 

H4-A9 1.964 0.972 2401 2476 -1185 9.705 0.319 24 1.973 <0.001 

H4-A8 1.974 0.972 2403 2473 -1186 9.675 0.408 30 1.953 <0.001 

H4-A7 1.974 0.972 2403 2473 -1186 9.675 0.408 31 1.953 <0.001 

H4-A4 2.074 0.969 2366 2426 -1170 9.845 0.668 36 1.910 <0.001 

H4-A5 1.977 0.971 2404 2464 -1189 9.668 0.440 36 1.940 <0.001 

H4-A1 1.959 0.972 2710 2761 -1344 9.517 0.492 37 1.931 <0.001 

H4-A2 1.977 0.971 2403 2458 -1189 9.686 0.433 38 1.941 <0.001 

H4-A3 2.131 0.967 2492 2548 -1234 10.342 0.543 59 1.902 <0.001 
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H1 = varPower; H2 = varExp; H3 = varConstPower; H4 = varComb; A1 = corCompSymm; 

A2 = corAR1; A3 = corCAR1; A4 = corARMA2-0; A5 = corARMA1-1; 

A6 = corARMA2-1; A7 = corARMA2-2; A8 = corARMA3-1; A9 = corARMA3-2; 

RMSE = Raíz del cuadrado medio del error; R2a = Coeficiente de determinación 

ajustado; AIC = Criterio de Información de Akaike; BIC = Criterio de Información 

Bayesiano; logLik = Logaritmo de la verosimilitud; CV= Coeficiente de variación; 

BM = Sesgo promedio absoluto; Ct = Calificación total del sistema; Valor-P = 

Probabilidad del estadístico de Bartlett. 

 

Cuadro 3. Estadísticos de ajuste de las ecuaciones de crecimiento en altura con las 

combinaciones de funciones de varianza con estructuras de correlación. 

Combinación RMSE R2a AIC BIC logLik CV BM Ct DwM Valor-P 

H1-A6 0.793 0.981 1 013 1 048 -498 6.597 0.552 22 1.206 0.020 

H1-A7 0.792 0.981 1 013 1 053 -497 6.601 0.549 22 1.215 0.018 

H1-A9 0.792 0.981 1 015 1 059 -497 6.601 0.548 22 1.218 0.018 

H1-A5 0.793 0.981 1 011 1 042 -498 6.597 0.552 25 1.206 0.019 

H1-A8 0.794 0.981 1 014 1 054 -498 6.596 0.552 31 1.204 0.020 

H1-A1 0.760 0.983 1 148 1 175 -567 6.712 0.494 39 1.438 <0.001 

H1-A4 0.796 0.981 1 023 1 054 -504 6.607 0.555 49 1.182 0.018 

H1-A2 0.796 0.981 1 076 1 103 -532 6.620 0.555 50 1.161 0.034 

H1-A3 0.796 0.981 1 076 1 103 -532 6.620 0.555 55 1.161 <0.001 

H2-A9 0.798 0.981 982 1 026 -480 6.587 0.558 25 1.176 0.018 

H2-A7 0.798 0.981 980 1 020 -481 6.587 0.559 28 1.172 0.018 

H2-A5 0.798 0.981 977 1 008 -481 6.586 0.561 30 1.167 0.020 

H2-A6 0.799 0.981 979 1 014 -481 6.586 0.561 30 1.168 0.001 

H2-A8 0.800 0.981 980 1 020 -481 6.585 0.561 35 1.176 0.018 

H2-A2 0.798 0.981 1 054 1 081 -520 6.617 0.559 36 1.148 0.040 

H2-A1 0.756 0.983 1 126 1 153 -556 6.626 0.496 38 1.398 <0.001 

H2-A3 0.798 0.981 1 054 1 081 -520 6.617 0.559 39 1.148 <0.001 

H2-A4 0.824 0.980 998 1 030 -492 6.642 0.592 54 1.150 0.021 

H3-A7 0.793 0.981 1 015 1 060 -497 6.601 0.549 22 1.215 0.018 

H3-A9 0.793 0.981 1 017 1 066 -497 6.601 0.548 22 1.218 0.018 
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H3-A5 0.794 0.981 1 013 1 048 -498 6.597 0.552 23 1.206 0.019 

H3-A6 0.794 0.981 1 015 1 055 -498 6.597 0.552 24 1.206 0.020 

H3-A8 0.795 0.981 1 016 1 061 -498 6.596 0.552 31 1.204 0.020 

H3-A1 0.761 0.983 1 150 1 181 -567 6.712 0.494 39 1.438 <0.001 

H3-A2 0.796 0.981 1 078 1 110 -532 6.620 0.555 49 1.161 0.034 

H3-A4 0.797 0.981 1 025 1 061 -504 6.607 0.555 49 1.182 0.018 

H3-A3 0.796 0.981 1 078 1 110 -532 6.620 0.555 56 1.161 <0.001 

H4-A4 0.834 0.979 941 976 -462 6.666 0.602 28 1.058 0.008 

H4-A5 0.855 0.978 917 953 -450 6.684 0.630 28 1.058 0.019 

H4-A7 0.853 0.978 920 965 -450 6.679 0.625 29 0.972 0.016 

H4-A3 0.820 0.980 1 014 1 046 -500 6.671 0.584 32 0.835 <0.001 

H4-A2 0.820 0.980 1 014 1 046 -500 6.671 0.584 33 0.529 0.050 

H4-A6 0.856 0.978 919 959 -450 6.685 0.630 33 0.961 0.019 

H4-A9 0.865 0.978 913 962 -445 6.699 0.639 37 0.942 0.025 

H4-A8 0.859 0.978 919 964 -449 6.688 0.632 38 0.957 0.026 

H4-A1 0.919 0.975 992 1 023 -489 6.813 0.705 57 0.417 0.096 

H1 = varPower; H2 = varExp; H3 = varConstPower; H4 = varComb; A1 = corCompSymm; 

A2 = corAR1; A3 = corCAR1; A4 = corARMA2-0; A5 = corARMA1-1; 

A6 = corARMA2-1; A7 = corARMA2-2; A8 = corARMA3-1; A9 = corARMA3-2; 

RMSE = Raíz del cuadrado medio del error; R2a = Coeficiente de determinación 

ajustado; AIC = Criterio de Información de Akaike; BIC = Criterio de Información 

Bayesiano; logLik = Logaritmo de la verosimilitud; CV= Coeficiente de 

variación; BM = Sesgo promedio absoluto; Ct = Calificación total del sistema; 

Valor-P = Probabilidad del estadístico de Bartlett. 

 

En todas las ecuaciones ajustadas, los parámetros estimados fueron 

estadísticamente diferentes de cero a un nivel de significancia de 5 % (P < 0.05). 

Los parámetros estimados para las mejores combinaciones de cada función de 

varianza con las estructuras de correlación se resumen en el Cuadro 4, para el 

ahusamiento (A) y crecimiento en altura (CA). En el ahusamiento las combinaciones 

de varExp&corARMA3-2, varExp&corARMA2-2 y varConstPower&corARMA3-1 
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representaron 14 parámetros estimados y la prueba de homogeneidad de varianzas 

reveló varianzas desiguales; mientras que, la combinación varExp&corARMA1-1, con 

12 parámetros estimados registró varianzas constantes. 

Los parámetros estimados que definen los cambios de las formas dendrométricas 

del modelo segmentado de ahusamiento se determinaron para el cambio del 

neiloide a paraboloide entre 4.0 % y 7.2 %; mientras que, el cambio de paraboloide 

a cono ocurre en promedio a 70 % de la altura total de los perfiles de los fustes de 

los árboles; resultados similares han sido documentados por investigadores para 

diferentes especies del género Pinus (Uranga-Valencia et al., 2015; Özçelik y 

Crecente-Campo, 2016; Corral-Rivas et al., 2017; Tamarit et al., 2017) con valores 

de entre 4 % y 7 % para el primer punto y entre 55 % y 75 % para el segundo 

punto de inflexión de la ecuación. Además, se utilizaron estructuras autorregresivas 

continuas de primer y segundo orden y funciones de potencia y se asumió una 

varianza conocida. No obstante, los estudios no incluyen la prueba correspondiente 

de homogeneidad de varianzas. 

Las tendencias de los residuales por altura relativa (h/H; %) de las cuatro combinaciones 

mejores de funciones de varianza, con estructuras de correlación para el ahusamiento se 

muestran en forma de gráficos de cajas y alambres (Figura 1); aunque las tendencias son 

muy similares, solo la combinación varExp&corARMA1-1 (H2-A5) presentó varianza 

constante y se aprecia que la dispersión de los valores extremos son más cercanos a los 

valores de los cuantiles correspondientes. 

Las combinaciones en las ecuaciones de crecimiento en altura, con más parámetros estimados 

(9) fueron varExp&corARMA3-2 y varConstPower&corARMA2-2; las combinaciones 

varExp&corARMA2-1 y varComb&corARMA2-0 tuvieron siete parámetros estimados.  

El uso de ecuaciones con muchos parámetros puede ocasionar un riesgo de 

sobreparametrización y las predicciones no son las más eficientes (Gregoire y 

Schabenberger, 1996). En los cuatro casos las varianzas fueron constantes, lo que 

garantiza que los estimadores de los parámetros son insesgados y eficientes y con 

varianza mínima (Gujarati y Porter, 2011; Tang et al., 2016). 
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Las combinaciones seleccionadas de las ecuaciones de crecimiento en altura 

generaron una dispersión de residuales cercana a la línea del cero, las cuales se 

muestran en forma de cajas y alambres por altura relativa (h/H; %) en la Figura 

2. Aunque, existe una sobrestimación entre 1 % y 10 % de la altura relativa y 

una subestimación 10 % a 25 %, las varianzas fueron constantes para los cuatro 

casos, según la prueba de homogeneidad de varianzas de Bartlett (Bartlett, 

1954; Hidding et al., 2013). 

Respecto a los residuales, a pesar de que la prueba DwM representó valores 

alrededor de 1.2, se consideraron independientes dentro de las mediciones de altura 

y edad en el mismo árbol (Crecente-Campo et al., 2013; Quiñonez-Barraza et al., 

2015), por lo que los estimadores son insesgados, consistentes y eficientes 

(Williams et al., 2013). 
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H1 = varPower; H2 = varExp; H3 = varConstPower; H4 = varComb; 

A5 = corARMA1-1; A6 = corARMA2-2; A8 = corARMA3-1; A9 = corARMA3-2. 

Figura 1. Gráficas de cajas y alambres para la distribución de los residuales de 

ahusamiento por altura relativa para las combinaciones de varFunc y corStruct. 

 

En ecuaciones de crecimiento de altura dominante e índice de sitio con enfoques de 

ecuaciones en diferencia algebraica (ADA) o generalizada (GADA), se han utilizado 

funciones de potencia o exponenciales para la corrección de la heterocedasticidad, 

en las que se asumen varianzas desiguales en el proceso de ajuste por mínimos 

cuadrados generalizados (Castillo et al., 2013; Quiñonez-Barraza et al., 2015; 

Rodríguez-Carrillo et al., 2015; González et al., 2016); además de estructuras 

autorregresivas continuas de los errores para corregir la autocorrelación con datos 

de análisis troncales de diferentes especies en bosques naturales y plantaciones 

forestales comerciales, como Pinus durangensis Martínez, P. arizonica Engelm., 

Juniperus deppeana Steud, P. teocote Schiede ex Schltdl. & Cham. y P. ayacahuite 

Ehrenb. ex Schltdl. El enfoque desarrollado en este artículo considera la corrección 

de la heterocedásticidad y de la autocorrelación como combinaciones de funciones 

(Rodríguez et al., 2013; Williams et al., 2013). 
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H1 = varPower; H2 = varExp; H3 = varConstPower; H4 = varComb; 

A4 = corARMA2-0; A6 = corARMA2-2; A7 = corARMA2-2; A9 = corARMA3-2. 

Figura 2. Gráficas de cajas y alambres para la distribución de los residuales de 

crecimiento en altura por altura relativa para las combinaciones de varFunc y corStruct.  
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Cuadro 4. Parámetros estimados de las combinaciones mejores de las funciones de varianza y 

estructuras de autocorrelación en las ecuaciones de ahusamiento (A) y crecimiento en altura (CA). 

Combinación Est 𝒂𝟎 𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝜷𝟏 𝜷𝟐 𝜷𝟑 𝒑𝟏 𝒑𝟐 𝝆𝟏 𝝆𝟐 𝝆𝟑 𝜽𝟏 𝜽𝟐 𝜹𝟏 𝜹𝟐 

A-H1-A9 

𝜑 7.4 x 10-5 1.863 0.968 8.4x10-6 4.1x10-5 2.9x10-5 0.045 0.708 0.944 0.784 -0.760 -0.338 -0.649 -0.129  

𝜔 9.2 x 10-5 0.057 0.069 5.5x10-7 6.4x10-7 4.8x10-7 0.002 0.008 0.013 0.057 0.070 0.746 0.142 0.006  

A-H2-A5* 

𝜑 8.8E-5 1.704 1.099 5.8x10-6 4.0x10-5 2.9x10-5 0.040 0.709 0.725 -0.052  -0.025  -0.024  

𝜔 1.1x10-5 0.060 0.745 2.4x10-7 5.7x10-7 5.4x10-7 0.001 0.010 0.039 0.039  3.23  0.002  

A-H3-A8 

𝜑 7.4x10-5 1.873 0.953 8.2x10-6 4.1x10-5 2.9x10-5 0.045 0.708 0.586 0.540 -0.351 0.026  2.1x10-8 -0.128 

𝜔 9.9x10-6 0.060 0.073 5.2x10-7 6.1x10-7 4.9x10-7 0.002 0.007 0.774 0.738 0116 0.406  1.8x10-8 0.006 

A-H4-A6 

𝜑 7.5x10-5 1.935 0.871 1.2x10-5 4.2x10-5 2.9x10-5 0.072 0.701 -0.176 0.785  0.880  0.045 -0.191 

𝜔 8.7x10-6 0.052 0.063 5.6x10-7 5.5x10-7 5.9x10-7 0.002 0.007 0.097 0.077  0.745  0.005 0.010 

CA-H1-A6* 

𝜑    3.738 -0.523 0.015   0.974 -0.005  -0.528  -0.087  

𝜔    0.141 0.122 0.001   0.200 0.306  0.139  0.027  

CA-H2-A9* 

𝜑    3.702 -0.488 0.018   0.117 0.921 -0.087 -0316 -0.521 -0.033  

𝜔    0.121 0.100 0.001   0.441 0.563 -0.158 0.258 0.095 0.004  

CA-H3-A7* 

𝜑    3.739 -0.522 0.016   0.006 0.929  0.404 -0.453 1.2x10-6 -0.080 

𝜔    0.141 0.122 0.001   0.066 0.057  0.154 0.062 6.3x10-6 0.027 

CA-H4-A4* 

𝜑    3.994 -0.769 0.011   0.291 0.647    -0.114 0.477 

𝜔    0.156 0.183 0.001   0.031 0.056    0.010 0.055 

Est = Estadístico; 𝜑 = Parámetro; 𝜔 = Estimador del parámetro; 𝜌$ = Parámetros 

de las estructuras de autocorrelación continuas (corCompSymm, AR y CAR) (i=1, 2, 

3); 𝜃( = Parámetros de las estructuras de autocorrelación de media móvil 

(MA) (i=1, 2); 𝛿( = Parámetros de las funciones de potencia (i= 1, 2); 

* = Combinaciones con varianzas constantes de acuerdo con la prueba de 

homogeneidad de varianzas de Bartlett. H1 = varPower; H2 = varExp; 

H3 = varConstPower; H4 = varComb; A4 = corARMA2-0; A5 = corARMA1-1; 

A6 = corARMA2-1; A7 = corARMA2-2; A8 = corARMA3-1; A9 = corARMA3-2. 
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En la Figura 3 se contrastan las predicciones de las ecuaciones de ahusamiento y 

crecimiento en altura con las combinaciones de funciones de potencia y estructuras 

de correlación seleccionadas, se presenta la tendencia observada del perfil de un 

árbol, la ecuación sin corregir heterocedasticidad y autocorrelación (SC) y las 

combinaciones H1-A9, H2-A5, H3-A8 y H4A6; solo la combinación H2-A5 presentó 

varianzas constantes. Con respecto a la ecuación de crecimiento en altura, 

gráficamente se presenta la comparación de tres curvas de IS, para la ecuación sin 

corregir (IS10, IS14 e IS18), y las ecuaciones con las combinaciones H1-A6, H2-A9, 

H3-A7 y H4-A4; además, se ilustran las tendencias de crecimiento de los árboles de 

la base de datos, en este caso todas las combinaciones evidenciaron mostraron 

varianzas constantes, lo cual preserva las propiedades deseables en los parámetros 

estimados (Beale et al., 2010; Vogelsang, 2012). 
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H1 = varPower; H2 = varExp; H3 = varConstPower; H4 = varComb; A4 = corARMA2-0; A5 = 

corARMA1-1; A6 = corARMA2-1; A7 = corARMA2-2; A8 = corARMA3-1; A9 = corARMA3-2. 

Figura 3. Gráficas de predicción del ahusamiento para el perfil de un árbol, y curvas de 

crecimiento en altura por índice de sitio (IS 10, 14 y 18 m a la edad base de 60 años) con las 

combinaciones de funciones de varianza y estructuras de autocorrelación, y las ecuaciones sin 

estructuras de varianza ni autocorrelación (SC). 

 

 

Conclusiones 

Las funciones de varianza combinadas con las estructuras de correlación corrigieron 

los supuestos de heterocedasticidad de varianzas y autocorrelación de los errores en 

las ecuaciones de ahusamiento y crecimiento en altura dominante, a través del 

ajuste de mínimos cuadrados generalizados no lineales; con ello, se obtuvieron 

parámetros insesgados con varianza mínima. 

Las predicciones de las ecuaciones seleccionadas para el ahusamiento son más 

eficientes, con estadísticos de ajuste confiables, la combinación de la función 

exponencial de varianza con una estructura de correlación autorregresiva de media 

móvil (corARMA1-1) produce varianzas constantes por categorías de alturas relativas de 

los perfiles del fuste. El modelo de altura dominante e índice de sitio, a una edad base 

de 60 años, muestra predicciones realistas. Las combinaciones seleccionadas (H1-A6, 
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H2-A9, H3-A7 y H4-A4) presentan varianzas constantes por categorías de altura relativa 

a edades específicas. En ambos, los residuales son independientes y se garantizan las 

propiedades de las pruebas de hipótesis de los parámetros estimados. 

El uso de las ecuaciones compatibles de ahusamiento y volumen comercial, así 

como las de crecimiento en altura e índice de sitio, está definido por la utilización de 

los parámetros intrínsecos de cada ecuación; por lo que, los parámetros de las 

funciones de varianza y estructuras de correlación solo constituyen los indicadores 

estadísticos para que los ajustes sean más eficientes. 
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